Variations des suites - Correction

Exercice 01 : Sens de variation

Dans chacun des cas ci-dessous, étudier le sens de variation de la suite (u,) définie pour tout n €
N définie par :

l.u, =4+ (3+n)?

Pour toutn € N :

3+n<4+n, donc (3+n)? < (4 +n)?

(car3+n =0, 3+ n = 0etla fonction carré est croissante sur [0; +oo[ ).
Donc:4+ (3+n)2 <4+ (4+n)%alors :u, <uyyq

La suite (u,) estcroissante.
2.y = —2X(5)" +1

Pour tout n € N : g — Uy, = (—2 X G)m + 1) —(-2x (%)n +1)=-2X (%)n+1 +2X (E)n

! 1\" '/ 'y 1 1
ws = = =2X(3) ¥ (3) +2x(3) =[‘”(§) ]((z) ‘1>=‘”(§) (-2)=)
Pour toutn € N: u,,4; — u, = 0 donc : u,,; = u, :lasuite (u,) est croissante.

u, =1+ (-2)"

Uy=1+(-2)°=1+1=2
u=1+(-2)t=1-2=-1
U, =1+(-2)2=1+4=5

Uy > uq et uy < u, : On déduit que la suite (u,,) n’est pas monotone.

Exercice 02 : Avec une fonction

On pose f(x) = =L

2

vp+1
2

Soit (u,,) la suite définie par : u,, = f(n) et (v,,) la suite définie par: vy = 7 et v, 1 =
1. Etudier les variations de (u,,).

f'(x) = donc f'(x) = 0 sur [0; + oof

1
22+ 1)
On déduit que la fonction f est croissante sur [0 ; +oo[

Donc u,, = f(n) est aussi croissante ((u,) suit les variations de f(x)).
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2. Montrer que, pour toutn, 1 < v, < 7.

Soit B, la proposition 1 < v,, < 7, pour tout entier naturel n.

Initialisation : on vérifie que P, est vraie ?

vo=7 :1<v,<7 Cc'estéquivauta: 1<7<7 P, estvraie.

Hérédité : on suppose qu’il existe un entier naturel k tel queP;, est vraie, alors 1 < v, < 7

f est croissante sur R, donc f(1) < f(vy) < f(7).

1+1  |o+1  [7+1
5 < 5 < T:lSvk+1S2S7

d'ou :

Donc Py, estvraie.

On en déduit que pour tout entier naturel n, 1 < v, < 7.

3. Etudier les variations de (v,,) ?

170=7
vy +1 7+1
v +1 2+1
v, = = ~ 1.222

2 2

Donc (v,) semble décroissante. On montre par récurrence que, pour tout entier n, B, : v,41 < Uy
est vraie.

Initialisation : on vérifie que P, est vraie ?
vg=7 et vy =2: vy Svgdonc P, estvraie.

Hérédité : on suppose qu’il existe un entier naturel k tel queP,, est vraie, alors v, ; < vy

. +1 +1 \
f est croissante sur R, donc f (v4+1) < f(v,), donc \/”"% < \/""2 d'ol: Viyy < Vpyq.

Donc Py,, estvraie.

On en déduit que pour tout entier naturel n, la suite (v,,) est décroissante.
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