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Limites et croissances comparées -  Correction 
 

Exercice 01 :  

Le but de cet exercice est de démontrer le résultat suivant :  

lim
𝑥→+∞

(
ln 𝑥

𝑥
) = 0 

Première partie :  

On considère la fonction f définie sur ]0 ;  +∞[ par 𝑓(𝑥) = ln(𝑥) − √𝑥 

1. Montrer que :  

𝑓′(𝑥) =
2 − √𝑥

2𝑥
 

La fonction f est définie et dérivable sur son domaine de définition, comme somme de deux fonctions 

dérivables :  

𝑓′(𝑥) =
1

𝑥
−

1

2√𝑥
=

1

𝑥
−

2

2𝑥
−

√𝑥

2𝑥
=

2 − √𝑥

2𝑥
 

2. En déduire les variations de la fonction f et dresser son tableau de variations (les limites ne sont pas 

demandées). 

Le dénominateur de la dérivée est positif, donc le signe de la dérivée ne dépend que du signe de son 

numérateur. 2 − √𝑥 = 0, c’est-à-dire 𝑥 = 4. On en déduit le tableau de variations suivant :  

𝑥 0                                                               4                                                              +∞ 

𝑓
′

(𝑥)                             +                                   0                               - 

𝑓  

    

 

 

𝑓(4) = ln 4 − 2 < 0 

3. Justifier alors que, pour tout x de ]0 ;  +∞[, ln 𝑥 < √𝑥  

Le tableau de variations ainsi que la valeur de 𝑓(4) permettent de dire que 𝑓(𝑥) < 0 ce qui est équivaut 

à :  ln 𝑥 − √𝑥 < 0, donc ln 𝑥 < √𝑥 

Deuxième partie :  

1. En utilisant les résultats de la première partie, démontrer que, pour tout réel x strictement supérieur à 1, 

on a : 
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0 <
ln 𝑥

𝑥
<

1

√𝑥
 

Si 𝑥 > 1, alors ln 𝑥 > 0, ce qui permet d′écrire  0 < ln 𝑥 < √𝑥 (d’après la première partie). D’où, 

comme :  

𝑥 > 0, alors 0 <
ln 𝑥

𝑥
<

√𝑥

𝑥
 

2. Déterminer :  

lim
𝑥→+∞

(
1

√𝑥
)   et en déduire lim

𝑥→+∞
(

ln 𝑥

𝑥
) 

 

lim
𝑥→+∞

(
1

√𝑥
)  = 0 d′après le théorème des gendarmes, on peut en conclure que lim

𝑥→+∞
(

ln 𝑥

𝑥
) = 0  

Exercice 02 :  

On considère la fonction 𝑔 définie sur ]0 ;  +∞[ par 𝑔(𝑥) = 𝑥2 + ln 𝑥 − 1 

1. Montrer que 𝑔 est strictement croissante sur ]0 ;  +∞[ 

La fonction 𝑔 est dérivable comme somme de fonctions continues et dérivables : 

𝑔′(𝑥) = 2𝑥 +
1

𝑥
 

La fonction étant définie sur ]0 ;  +∞[ on peut alors dire que la dérivée est positive, on peut alors conclure 

que la fonction 𝑔 est croissante. 

2. Calculer 𝑔(1) et en déduire le signe de 𝑔(𝑥) pour tout x de ]0 ;  +∞[ 

𝑔(1) = 0 Ce qui permet d’en déduire le signe de la fonction 𝑔. 

Pour tout 𝑥 ∈ ]0 ; 1], 𝑔(𝑥) < 0 et pour tout 𝑥 ≥ 1, 𝑔(𝑥) ≥ 0 

On considère la fonction f définie sur ]0 ;  +∞[ par 𝑓(𝑥) = 𝑥 + 1 −
ln 𝑥

𝑥
 

3. Etudier les limites de f en 0 et en +∞. 

Pour calculer la limite au voisinage de 0, on décompose :  

lim
𝑥→0

(𝑥 + 1) = 1 et lim
𝑥→0

(−
1

𝑥
 X ln 𝑥) = +∞ d′ou, par somme de limites, lim

𝑥→0
𝑓(𝑥) = +∞   

De même, au voisinage de l’infini :  

lim
𝑥→+∞

(𝑥 + 1) = +∞ et lim
𝑥→+∞

(−
1

𝑥
 X ln 𝑥) = 0 d′ou, par somme de limites, lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) = +∞    
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