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Propriétés de l’intégrale -  Correction 
 

Exercice 01 : La valeur moyenne     

Soit la fonction f définie sur [0 ;  𝜋] par :  

𝑓(𝑥) = sin(𝑥) + cos(𝑥) + 1. 

On donne dans un repère orthonormé la courbe représentative de la 

fonction f.  

1. Etudier les variations de f sur [0 ; π]. 

La fonction f est la somme de fonction dérivable et a pour dérivée 

𝑓′(𝑥) = cos(𝑥) − sin(𝑥). 

Sur [0 ; π], la lecture des courbes représentatives des fonctions cos et 

sin montre que l’équation cos(𝑥) = sin(𝑥) a pour unique solution 
𝜋

4
. 

cos(𝑥) ≥ sin(𝑥)  𝑠𝑢𝑟 [0 ;  
𝜋

4
] ; cos(𝑥) ≤ sin(𝑥)  𝑠𝑢𝑟 [

𝜋

4
 ;  𝜋 ]  

On déduit le tableau de variation de f : 

2. Démontrer que ∫ 𝑓(𝑥)
𝜋

0
𝑑𝑥 ≤ (1 + √2)𝜋. 

D’après son tableau de variations, la fonction f a pour maximum √2 + 1. 

Donc pour tout réel x de [0 ; π], 𝑓(𝑥) ≤ √2 + 1. 

D’après la propriété de conservation de l’ordre des intégrales :  ∫ 𝑓(𝑥)
𝑥

0
𝑑𝑥 ≤ ∫ (1 + √2

𝜋

0
)𝜋,   

Or ∫ (1 + √2
𝜋

0

)𝜋 = (1 + √2)𝜋    donc    ∫ 𝑓(𝑥)
𝜋

0

𝑑𝑥 ≤ (1 + √2)𝜋 

x 0                                                                      
𝜋

4
                                                                      π 

𝑓′(𝑥)                               +                                        0                               -                

𝑓(𝑥) 

                                                                   √2 + 1                                                                                               

                          

2                                                                                                                                              0 
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3. Calculer, en unité d’aire, l’aire sous la courbe sur [0 ; π]. 

Comme la fonction f est continue et positive, l’aire sous la courbe sur [0 ; π] est donnée par 

l’intégrale  ∫ 𝑓(𝑥)
𝜋

0
𝑑𝑥 ; une primitive de f est la fonction F telle que 𝐹(𝑥) = − cos(𝑥) + sin(𝑥) + 𝑥. 

 𝑑𝑜𝑛𝑐 ∫ 𝑓(𝑥)
𝜋

0

𝑑𝑥 = 𝐹(𝜋) − 𝐹(0) = (1 + 𝜋) − 0 = 1 + 𝜋. 

Donc l’aire sous la courbe de f sur [0 ; π] est 1 + π unités d’aire. 

4. En déduire la valeur moyenne de f sur [0 ; π]. 

La valeur moyenne de f sur [0 ; π] est donnée par : 
1

𝜋−0
∫ 𝑓(𝑥)

𝜋

0
𝑑𝑥 =

1

 𝜋
 𝑋 (1 + 𝜋) =

1

𝜋
+ 1. 

Exercice 02 : Encadrement d’une intégrale  

1. Justifier que pour tout réel x de [-1 ; 1],  𝑒−1 ≤ 𝑒−𝑥2
≤ 1. 

Pour tout réel x de [-1 ; 1], 0 ≤ 𝑥2 ≤ 1 donc − 1 ≤ −𝑥2 ≤ 0, et puisque la fonction exponentielle 

est croissante sur [-1 ; 0], on a 𝑒−1 ≤ 𝑒−𝑥2
≤ 𝑒0, soit 𝑒−1 ≤ 𝑒−𝑥2

≤ 1 

2. En déduire un encadrement de l’intégrale 𝐼 = ∫ 𝑒−𝑥21

−1
𝑑𝑥.  

Les fonctions 𝑥 → 𝑒−1, 𝑥 → 𝑒−𝑥2
 𝑒𝑡 𝑥 → 1 sont continues sur [-1 ; 1] et 𝑒−1 ≤ 𝑒−𝑥2

≤ 1. 

D’après la propriété de conservation de l’ordre des intégrales :  

∫  𝑒−1
1

−1

𝑑𝑥 ≤ ∫ 𝑒−𝑥2
1

−1

𝑑𝑥 ≤ ∫  1
1

−1

𝑑𝑥   

Comme  ∫  𝑒−1
1

−1

𝑑𝑥 = [𝑒−1𝑥]−1
1 = 2𝑒−1  𝑒𝑡  ∫  1

1

−1

𝑑𝑥 = [𝑥]−1
1 = 2   

On en déduit que   2𝑒−1  ≤   ∫ 𝑒−𝑥2
1

−1

𝑑𝑥 ≤ 2 
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