Propriétés de l'intégrale - Correction

Exercice 01 : La valeur moyenne

Soit la fonction f définie sur [0 ; m] par :
f(x) = sin(x) + cos(x) + 1.

On donne dans un repére orthonormé la courbe représentative de la

fonction f.
1. Etudier les variations de f sur [0 ; x]. 7 ) [ MRS
. . . L ’ | y=§in(x)
La fonction f est la somme de fonction dérivable et a pour dérivée ' = | |
! _ el ’ i \\ : . Y : \E
f'(x) = cos(x) — sin(x). | ! \é\ § ;,
Sur [0 ; «], la lecture des courbes représentatives des fonctions cos et ; y = cos(x} \* }

. e . . - .o
sin montre que 1’équation cos(x) = sin(x) a pour unique solution e
]

cos(x) = sin(x) sur [0; %] ; cos(x) < sin(x) sur E ;

On déduit le tableau de variation de f :

X 0 % T
f'(x) + 0 -
V2+1
£ \
2 0

2. Démontrer que [* f(x) dx < (1 +V2)m.
D’aprés son tableau de variations, la fonction f a pour maximum v2 + 1.
Donc pour tout réel x de [0 ; zr], f(x) < V2 + 1.

D’apres la propriété de conservation de 1’ordre des intégrales : fox fx)dx < fon (1+V2)m,

Or fn(l +V2)r = (1++V2)r donc fnf(x) dx < (1+V2)m
0 0
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3. Calculer, en unité d’aire, I’aire sous la courbe sur [0 ; 7t].
Comme la fonction f est continue et positive, I’aire sous la courbe sur [0 ; 7] est donnée par
I’intégrale f:f(x) dx ; une primitive de f est la fonction F telle que F(x) = — cos(x) + sin(x) + x.

donc fnf(x)dXZF(ﬂ)—F(O)Z(1+7‘[)—0=1+7I.
0

Donc I’aire sous la courbe de fsur [0 ; ] est 1 + m unités d’aire.

4. En déduire la valeur moyenne de f sur [0 ; «t].

La valeur moyenne de f sur [0 ; n] est donnée par : ﬁfonf(x) dx = in X(A+n)= % + 1.

Exercice 02 : Encadrement d’une intégrale

1. Justifier que pour tout réel xde [-1; 1], e™ ! < e < 1.

Pour tout réel x de [-1; 1], 0 < x? < 1 donc — 1 < —x? < 0, et puisque la fonction exponentielle

. 2 . _ 2
est croissante sur [-1; 0],onae ! <e™ <e? soite ! <e™ <1

2. En déduire un encadrement de I’intégrale [ = f_ll e ™" dx.

- 2 - 2
Les fonctions x = e~ 1, x - e ™" et x —» 1 sont continues sur [-1; 1] ete ! < e ™ < 1.

D’apres la propriété de conservation de 1’ordre des intégrales :

1 1 , 1
f e‘ldxsf e ¥ dx Sf 1dx
-1 -1 -1

1 1

e ldx =[e x]t; =2e7 ! et f ldx =[x]t, =2

-1

Comme f

-1
1

On en déduit que 2e7! < f e dx <2

-1
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