Divisibilité et division euclidienne dans Z - Correction

Exercice 01 : La division et les restes

Soitn e N;onpose A=n+1letB=5n+09.
1. Déterminer les entiers naturels n tels que 7 divise A.

7 divise A si, et seulement si, il existe un entier relatif k tel que A = 7k, équivaut a n + 1 = 7k, soit

n=7k—-1. Commen € N, on doit avoir k> 1.

Les entiers naturels n tels que 7 divise A sont les entiers de la forme 7k — 1, avec k € N™.
2. Déterminer les entiers naturels n tels que A divise B.

A divise B et A divise A, donc A divise B—5 A, donc A divise 4.

Les diviseursde 4 sont—4, - 2,1, 2 et 4.

Commen € N,A>1;donc A divise 4 équivauta A=10uA=20uA =4,
Soitn+1=1oun+1=2oun+1=4,etdoncn=0oun=21oun=3.

Apreés vérification, on conclut que les entiers naturels n tels que A divise B sont 0, 1 et 3.
3. Déterminer les restes possibles de la division euclidienne de B par A.
5n+9=5(+1)+4,;

4<n+1lorsquen>3.

Sin>3:5n+9=5n+1)+4et0<4<n+1:lerestede ladivision euclidienne de B par A est 4.

Sin=0oun=1o0un=3: A divise B (d’aprés la question 2.). Le reste de la division euclidienne de B

par A est 0.
Sin=2:A=3etB=19.
19=3X6+1et0<1<3:lerestede ladivision euclidienne de B par A est 1.

Exercice 02 : Démonstration

Démontre que pour tout entier naturel n, 37+3 — 447+2 gst divisible par 11.
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Pour répondre a cette question en utilise le raisonnement par récurrence :

S0it P(yy: 3™+3 — 4*"*2 est divisible par 11

Initialisation : pour n = 0, Pgy: 3°*3 — 44X 042 =33 — 42 = 27 — 16 = 11 : Pg est vraie.

Hérédité : On suppose qu’il existe un entier naturel p tel que 11/ 373 — 44P+2

3(p+1)+3 _ 44(p+1)+2 = 3P4 _ 44p+6 — 3 y 3P+3 _ 44p+6

Comme 11/ 3P*3 — 44P+2 j| existe un relatif k tel que : 3P*3 — 44P*2 = 11k ; 3P*3 = 11k + 4%P+2
Donc 3 X 3P*3 — 44P%6 = 3(11k + 4%P%2) — 44P+6 = 33k + 4%P*2(3 — 4%)

Soit 3P4 — 44P*6 = 33 — 253 X 44P+2

Or 11/33k et 11/253, donc 11/(33k — 253 X 4*P*2), soit 11/ 3P** — 44P+6 . p. ., est vraie.

Conclusion: D’aprés le principe de récurrence, on en déduit que pour tout entier naturel n, 37+3 — 44n+2

est divisible par 11.

Exercice 03 : Nombre de diviseurs

Quel est le nombre de diviseurs de 720 ?
On commence par décomposer 720 en produit de facteurs premiers :
720 = 2*x 3% x 5.

Un diviseur de 720 peut donc avoir 2 dans sa décomposition avec exposant 0; 1; 2; 3 ou 4 (il existe

donc 5 possibilités).

Pour chacune de ces possibilités, on peut faire apparaitre un facteur 3 avec un exposant 0 ; 1 ou 2 (il

existe donc 3 possibilités pour chacune des 5 précédentes).

De plus, pour chacun de ces cas, on peut faire apparaitre un facteur 5 avec I’exposant 0 ou 1 (c’est-a-dire

2 possibilités pour chacun des 5 X 3 = 15 cas).

Il'y adonc 15 X 2 = 30 décompositions possibles en utilisant les diviseurs premiers de 720, ce qui revient
a dire que 720 posséde 30 diviseursdont 1 = 2%x 3% x 5% et 720 = 2*x 32 x 5.
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