Congruences dans Z - Correction

Exercice 01 : Modulo 9

Résoudre, dans Z, 3n? = 6 [9].

On dresse un tableau des congruences modulo 9.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8
n 0 1 4 0 7 7 0 4 1
3n? 0 3 3 0 3 3 0 3 3

L’équation 3n? = 6 [9] n’a pas de solution.

Exercice 02 : Division par 11

1. Determiner le reste de la division euclidienne de 2014 par 11.
2014=11x183+1et 0<1<11: lereste estdonc égal a 1.

2. Démontrer que 21° = 1 [11].

2°=32=11X2+10, donc 2% = 10 [10] ou encore 2°> = —1 [11].
On en déduit que (2°)% = (—1)2 [11]. ce qui équivaut a 21° = 1 [11].

3. Déterminer le reste de la division euclidienne de 22°1* + 2014 par 11.
22014 — 210X200+14 — 210X200 X 214- — (210)200 X 214-.

219 = 1 [11] donc (219)290 = 1209[11]. soit 22990 = 1 [11].

214 =210 x 2% comme 21° = 1[11] et2* =5[11],  par produit 21* =5 [11].
22000 =1 [11] et 2¥* =5[11], donc par produit 22°™* =1 X 5[11].
Comme 2014 = 1 [11], par somme 2291 + 2014 =5+ 1 [11].

22014 4 2014 =6 [11] et 0 <6 < 11 : le reste de la division euclidienne de 22°1* + 2014 par 11 est 6.
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Exercice 03 : Multiple de 7

Soit n un entier naturel. Déterminer les entiers naturels n tels que n + (n + 1) + (n + 2)® soit multiple de
7.

On cherche les entiers n tels que n + (n + 1)% + (n + 2) soit multiple de 7, c¢’est-a-dire congru & 0 modulo

7. On peut faire une table des congruences modulo 7.

n n+1 | (n+1)?% | n+2 | (n+2)3 n+(n+1)72+(n+2)>3
0 1 1 2 1 2
1 2 4 3 6 4
2 3 2 4 1 5
3 4 2 5 6 4
4 5 4 6 6 0
5 6 1 0 0 6
6 0 0 1 1 0

L’entier n + (n + 1)2 + (n + 2)% est multiple de 7 si, et seulement si, n est de la forme 7k + 4 ou de la forme
7K + 6.

Exercice 04 : Modulo 13

Déterminer la division par 13 de 45793567,

On commence par chercher une congruence de 4579 modulo 13.

Pour cela, on effectue la division euclidienne de 4579 par 13.

4579 = 13 X 352 + 3donc 4579 = 3 [13].

Puis on cherche le plus petit entier n non nul tel que 3™ = 1 [13].

On obtient successivement 3! = 3[13]; 32 =9[13]; 33 = 1[13].

On écrit alors la division euclidienne de 3569 par 3 :

3569 = 3X1189 + 2.

Donc, modulo 13, on a 45793569 = 33569 = 33X 1189+2 — (33)1189 ¥ 32 = g,

Le reste de la division euclidienne de 4579369 par 13 est égal a 9.
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